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ΣΜΗΜΑΣΟ΢ ΗΛΔΚΣΡΟΝΙΚΗ΢ 

Α1. Αθνύ γξάςεηε ηνλ κηγαδηθό αξηζκό
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z i  ζηελ  ηξηγσλνκεηξηθή ηνπ κνξθή ππνινγίζηε ην 
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Α2. Να ιπζεί ην ζύζηεκα κε ηε κέζνδν απαινηθήο ηνπ Gauss (επαπμεκέλνπ πίλαθα).  
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Η ιύζε κε νπνηαδήπνηε άιιε κέζνδν δελ γίλεηαη δεθηή. 

Α3.   Φξεζηκνπνηώληαο καζεκαηηθή επαγσγή, δείμηε όηη   
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γηα θάζε ζεηηθό αθέξαην n . (Μαζεκαηηθή επαγσγή: Γείρλσ όηη ηζρύεη ε ζρέζε γηα n=1, απνδέρνκαη όηη ηζρύεη γηα n 

θαη κε βάζε απηά δείρλσ όηη ηζρύεη γηα n+1.) 

Α4. Φξεζηκνπνηώληαο ηηο ηδηόηεηεο ησλ νξηδνπζώλ απνδείμηε όηη ε νξίδνπζα 
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 έρεη ηηκή 0. 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Β1. Σε ειεθηξηθό θύθισκα κε αληίζηαζε ε ηάζε V (ζε Volt), ην ξεύκα Ι (ζε Ampere), θαη ε αληίζηαζε R (ζε Ohm) 

ζπλδένληαη από ηε ζρέζε V=IR. Έζησ όηη ην V απμάλεηαη κε ξπζκό 1.5 V/sec ελώ ην R κεηώλεηαη θαηά 0.2 Ohm/sec. 

Έζησ επίζεο t ν ρξόλνο. Πνηα ε ηηκή ηνπ dV/dt θαη πνηα ηνπ dR/dt; Πνηα ζρέζε ζπλδέεη ηνπ ξπζκνύο dV/dt ,dΙ/dt θαη 

dR/dt; Βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ Ι όηαλ V=10 Volt θαη R=2 Ohm. Απμάλεηαη ή κεηώλεηαη ην Ι; 

Β2. Υπνινγίζηε ην νξηζκέλν νινθιήξσκα: 

4 2

3

3

5 14 8
.

4

x x
dx

x x

 


 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Γ1. Έζησ όηη ηώξα ην θύθισκα νπνίν απνηειείηαη από κία πεγή ειεθηξεξγεηηθήο δύλακεο Ε (Volt), ε νπνία είλαη 

ζηαζεξή Ε=300 Volt, πελίν απηεπαγσγήο l=2 (Herny), σκηθή αληίζηαζε R=10 (Ohm) θαη δηαθόπηε Δ, ζπλδεδεκέλα 

ζε ζεηξά. Τε ρξνληθή ζηηγκή t=0 , δελ δηαπεξλά ξεύκα ην θύθισκα (δειαδή i(0)=0), ν δηαθόπηεο θιείλεη θαη δεηείηαη 

λα πξνζδηνξηζηεί ε ηηκή ηνπ ξεύκαηνο i=i(t) πνπ αξρίδεη λα δηαξξέεη ζην θύθισκα. Δθαξκόδνληαο ηνλ δεύηεξν λόκν 

(ησλ ηάζεσλ)  ηνπ Kirchoff, ν νπνίνο καο ιέεη όηη ε ειεθηξεξγεηηθή δύλακε ηζνθαξίδεη θάζε ρξνληθή ζηηγκή ηελ 

πηώζε ηάζεο ζην πελίν 
di

l
dt

θαη ηελ πηώζε ηάζεο ζηελ αληίζηαζε iR , ηζρύεη  .
di

l iR E
dt
 

 
Λύλνληαο ηε ζπγθεθξηκέλε δηαθνξηθή εμίζσζε κε ηε κέζνδν ησλ ρσξηδνκέλσλ κεηαβιεηώλ ππνινγίζηε ην ( )i t  γηα 

ην ζπγθεθξηκέλν θύθισκα. Φξεζηκνπνηήζηε ηελ αξρηθή ζπλζήθε ηεο έληαζεο ηνπ ξεύκαηνο γηα λα θαζνξίζεηε ηελ 

ηηκή ηεο ζηαζεξάο νινθιήξσζεο. 

 

Γ2. Γίλεηαη ε δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε 
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νξηζκέλν νινθιήξσκά  
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Να απανηήζεηε 3 από ηα θέμαηα Α1-Α4 (x1.5 μονάδες), 1 από ηα θέμαηα Β1-Β2 (x2.5 μονάδες) και 1 
από ηα θέμαηα Γ1-Γ2 (x3 μονάδες).  

Καλή Δπιηστία   Γρ. Ιωάννης Θ. Φαμέλης 2/2/2011  



Φξήζηκεο ηαπηόηεηεο θαη ζρέζεηο: 
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sin(0) cos( / 2) 0, cos(0) sin( / 2) 1      

sin( / 6) cos( / 3) 1/ 2   ,
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1 αθηίλην = 180ν / π 1ν =π/180 αθηίληα 

Σύλνιν κηγαδηθώλ  | ,z x i y x y     

  Σσζσγής: z x iy    

   Ανηίζηροθος: 1

2

1 z
z

z z

    

  Μέηρο μιγαδικού αριθμού: 
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   Τριγωνομεηρική  μορθή μιγαδικού 

   (cos sin )z r i   , όπνπ   πρωηεύον όριζμα. 

   Θεώρημα De Moivre 
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ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ ΠΙΝΑΚΩΝ 

Τν γηλόκελν πίλαθα Α m n  επί πίλαθα Β n k  είλαη 

πίλαθαο m k  ην ( ,i j )- ζηνηρείν πξνθύπηεη από ην 

γηλόκελν ηεο i -γξακκήο ηνπ πίλαθα Α επί ηεο j -

ζηήιεο ηνπ πίλαθα Β: 
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Ιδηόηεηεο:   ● ( )T TA A         ● ( )T T TA B A B     
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θαη 

ij
M ε ειάζζσλ νξίδνπζα ηνπ 

ζηνηρείνπ ij (νξίδνπζα ηνπ πίλαθα πνπ πξνθύπηεη εάλ 

αθαηξέζνπκε ηελ i γξακκή θαη ηελ j ζηήιε από ηνλ Α). 

Ιδηόηεηεο νξίδνπζαο ηνπ n n πίλαθα A :   

● Αλ Α έρεη κία γξακκή ή (ζηήιε) κε κεδεληθά κόλν 

ζηνηρεία ηόηε det(A)=0. 

● Aλ Α έρεη δύν γξακκέο ή (ζηήιεο) ίδηεο ή αλάινγεο 
(δειαδή έλα πξνο έλα ηα ζηνηρεία ηεο κίαο πξνο ηα 

ζηνηρεία ηεο άιιεο δίλνπλ σο πειίθν ηνλ ίδην αξηζκό ή 

ηζνδύλακα ε κία είλαη πνιιαπιάζην ηεο άιιεο) ηόηε 
det(A)=0. 

● Αλ αληαιιάμνπκε ακνηβαία δύν δηαδνρηθέο γξακκέο 

(ή δηαδνρηθέο ζηήιεο ) ελόο πίλαθα Α ηόηε ν πίλαθαο Β 
πνπ ζα πξνθύςεη έρεη νξίδνπζα  det(B)= -det(A). 

● Αλ πνιιαπιαζηάζνπκε κία γξακκή (ή ζηήιε)  πίλαθα 

Α κε  αξηζκό θ ηόηε γηα ηνλ πίλαθα Β πνπ ζα πξνθύςεη  

ηζρύεη det(B)= θ det(A). 

● Αλ πξνζζέζνπκε ή αθαηξέζνπκε ην πνιιαπιάζην κίαο 
γξακκήο (ή κία ζηήιεο)  ελόο πίλαθα Α  ζε κία άιιε κία 

γξακκή (ή κία ζηήιε)  ηνπ πίλαθα Α ηόηε γηα ηνλ 

πίλαθα Β πνπ ζα πξνθύςεη  ηζρύεη det(B)=det(A). 
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Κακπύιεο 

Τν (x,y) σο πξνο νξζνγώλην ζύζηεκα xOy κε θέληξν ην 
Ο(0,0) έρεη ζπληεηαγκέλεο (X,Y)= (x-x0,y- y0) σο πξνο 

ζύζηεκα κε θέληξν Κ(x0,y0 ). Μία θακπύιε (L) κε 

εμίζσζε f(x,y)=0 σο πξνο ην νξζνγώλην ζύζηεκα xOy  

κε θέληξν ην Ο(0,0) ηόηε σο πξνο ζύζηεκα κε θέληξν 

Κ(x0,y0) ζα έρεη εμίζσζε  f(x0+X, y0+Y)=0. 

Σεκείν Μ(x,y) σο πξνο νξζνγώλην ζύζηεκα xOy κε 
θέληξν ην Ο(0,0), σο πξνο ζύζηεκα κε ίδην θέληξν ηνπ 

νπνίνπ νη άμνλεο έρνπλ ζηξαθεί θαηά γσλία   

(αριζηερόζηροθα) ζα έρεη ζπληεηαγκέλεο Μ (X,Y)  
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2 2

1
xx yy

a b
   

Υπεξβνιηθέο ζπλαξηήζεηο 

sinh( )
2

x xe e
x


  cosh( )   

2

x xe e
x


  

Αληίζηξνθεο ηξηγσλνκεηξηθέο

arcsin(sin( ))    arccos(cos( ))x x x x   
arctan(tan( ))   arccot(cot( ))x x x x   

Σπλαξηήζεηο 

Άξηηα ζπλάξηεζε         ( ) ( )f x f x   

Πεξηηηή Σπλάξηεζε     ( ) ( )f x f x    

Πεξηνδηθή Σπλάξηεζε  ( ) ( )f x T f x   

Παξάγσγνο ζπλάξηεζεο  

Η ζπλάξηεζε :f A είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

ζεκείν 0
x A  αλ ππάξρεη ην όξην 

0

0

0

0

( ) ( )
lim ( )
x x

f x f x
f x

x x


 


 

Η εθαπηνκέλε επζεία ηεο f
C  ζην ζεκείν 0 0

( , ( ))x f x  

είλαη  0 0 0
( ) ( )( )y f x f x x x    

●  Αλ f  είλαη παξαγσγίζηκε   f ζπλερήο  

● Αλ f  όρη  ζπλερήο   f όρη  παξαγσγίζηκε. 

Ιδηόηεηεο παξαγώγσλ  

●     ( ) ( ) ,cf x c f x c  

 
●       ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x    

 
●   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x      

 

● 
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) 0

( ) ( )

f x f x g x f x g x
g x

g x g x

   
  

 
 

● Aλ ε ζπλάξηεζε f είλαη αληηζηξέςηκε θαη ε 

αληίζηξνθε 1f  είλαη παξαγσγίζηκε ηόηε 

 1 1 1
, 0 ή  

dx
f f

dyf dy

dx

    


 

● Η παξάγσγνο ηεο ζύλζεηεο ζπλάξηεζεο   ( ( ))f g x   

 
( ( )) ( ) ( )

( ( )) '( ( )) '( )
df g x df g dg x

f g x f g x g x
dx dg dx

      

 

 



Παξάγσγνη ζηνηρεησδώλ ζπλαξηήζεσλ 

' 0,c c    ( ) ' 1x    
1( ) ' ,k kx k x k   

( ) 'x xe e     
1

(ln( )) 'x
x


   

(sin( )) ' cos( )x x

(cos( )) ' sin( )x x    2

1
(tan( )) '

cos
x

x


1
(log ( ))

ln( )
a x

x a


  2

1
(cot( )) '

sin
x

x
 

2

1
(arcsin( )) '

1

x

x



   
( ) ' ln( )x xa a a 

2

1
(arccos( )) '

1

x

x

 


2

1
(arctan( )) '

1
x

x



 

Η παξάγσγνο σο θιίζε εθαπηνκέλεο 

Η ευαπτομένη ευθεία της ( )y f x  στο σημείο 

0 0( , ( ))x f x  είναι  0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x  
 

Η παξάγσγνο είλαη ν ζηηγκηαίνο ξπζκόο κεηαβνιήο. 

Έζησ :f A  

● Αλ ( ) 0,f x  x I A   , ε f  γλεζίσο αύμνπζα. 

● Αλ ( ) 0,f x  x I A   , ε f  γλεζίσο θζίλνπζα. 

● Αλ 0
( ) 0f x  , γηα 0

x A  κε ( ) 0f x  , 0
x x   

θαη  ( ) 0f x  , 0
x x  ,  ηόηε ην 0

x  είλαη ζεκείν 

ηνπηθνύ κεγίζηνπ. (Αλάινγα γηα ην ειάρηζην). 

● Αλ ( ) 0,f x  x I A   , ηόηε ε f  ζηξέθεη ηα 
θνίια πξνο ηα πάλσ. 

● Αλ ( ) 0,f x  x I A   , ηόηε ε f  ζηξέθεη ηα 

θνίια πξνο ηα θάλσ. 

● Αλ ( ) 0f x  , 0
x x  & ( ) 0f x  , 0

x x   (ή 

αληίζηξνθα), ηόηε ην 0
x  είλαη ζεκείν θακπήο.  

Αλ 0
( ) 0f x 

 

& 0
( ) 0f x  , ηόηε    0

x  ηνπ. ειάρηζην 

Αλ 0
( ) 0f x 

 

& 0
( ) 0f x  , ηόηε 0

x  ηνπ. κεγίζηνπ. 

Γξακκηθνπνίεζε ζηελ πεξηνρή ηνπ c 

( ) ( ) ( ) '( )( )f x L x f c f c x c     

Γηαθνξηθό 

Έζησ y=f(x) δηαθνξίζηκε. Τν δηαθνξηθό dx είλαη κία 
αλεμάξηεηε κεηαβιεηή θαη ην δηαθνξηθό dy είλαη κία 

εμαξηεκέλε (από ην x θαη ην dx) : '( )dy f x dx  

Αλ ην dx≠0 ηόηε:
  

'( )
  

ό dy dy
f x

ό dx dx




   

  ,d cf cdf c R 
   

 d f g df dg  

 
 d f g df g f dg    

    2

f df g f dg
d

g g

    
 

 
 

( ) ( )
( ( )) '( ( ))

df g dg x
d f g f g x dg

dg dx
  

 
Μεηαβνιή Αθξηβήο ηηκή Πξνζέγγηζε 

Απόιπηε  
( ) ( )f f c dx f c   

 

'( )df f c dx

 

Σρεηηθή  
( )

f

f c


 

( )

df

f c
 

% 100
( )

f

f c


  100

( )

df

f c
  

 

Σεηξέο Taylor: Αλ ε ζπλάξηεζε f θαη 
(1) (2) ( ), ,..., nf f f  είλαη ζπλερείο ζην [ , ]a b  θαη αλ ε ( )nf  

δηαθνξίζηκε ζην ( , )a b , ηόηε γηα  ,a x   ηζρύεη 

   

 

(1) (2)
2

( )

( ) ( )
( ) ( )

1! 2!

( )
( )

!

n
n

n

f a f a
f x f a x a x a

f a
x a R x

n

     

  

 

 
( 1)

1( )
( )

( 1)!

n
n

n

f
R x x a

n




 


ην ππόινηπν πνι. 

πξνζέγγηζεο n-βαζκνύ. Όηαλ 0a   αλάπηπγκα 

Maclaurin.

 
Σπλήζε αλαπηύγκαηα Taylor 
2

1
2! !

n
x x x

e x
n

       

2 3 1

ln(1 ) ( 1)
2 3 1

n
nx x x

x x
n



       


 

3 5 2 1

sin ( 1)
3! 5! (2 1)!

n
nx x x

x x
n



      


 

2 4 2

cos 1 ( 1)
2! 4! (2 )!

n
nx x x

x
n

        

Αόξηζην νινθιήξσκα ή αληηπαξάγσγνο 

 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x c g x     
Ιδηόηεηεο 

 1 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( )c f x c h x dx c f x dx c h x dx      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x f x g x dx   
(παξαγνληηθή νινθιήξσζε)  

( )
ln | ( ) |

( )

f x dx
f x c

f x


   

Τππνιόγην 

● kdx kx c    ● 

1

, { 1}
1

a

a x
x dx c a

a



    
    

● 
1

lndx x c
x

  ● cos sinxdx x c   

● sin cosxdx x c   ● 
x xe dx e c   

 
2 2

tan( )
adx x

arc c
x a a

 
 cosh( ) sinh( )x dx x c   

 
2 2

sin( )
dx x

arc c
aa x

 


  
2

1
tan

cos ( )
dx x c

x
   

2

1
cot( )

sin ( )
dx x c

x
    

Οξηζκέλν νινθιήξσκα 

●   Κάζε ζπλερήο f
 
είλαη νινθιεξώζηκε 

●  ( ) ( )

b a

a b

f x dx f x dx  
   

( ) ( )
b b

a a
cf x dx c f x dx   

●  ( ) ( ) ( )

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx       

●  ( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx    
 

●  ( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a

f x g x f x dx g x dx     

●  ΘΜΤ f  ζπλερήο, ηόηε γηα θάπνην [ , ]a b    

             

( ) ( )( )

b

a

f x dx f b a   

Θεκειηώδε ζεσξήκαηα Οινθιεξσηηθνύ Λνγηζκνύ 

Αλ f  νινθιεξώζηκε ζην [ , ]a b  θαη F  αόξηζην 

νινθιήξσκα ηεο f , ηόηε  ( ) ( ) ( )

b

a

f x dx F b F a   

Αλ f  ζπλερήο ζην [ , ]a b
, 

ηόηε   

( ) ( )

x

a

dF d
f t dt f x

dx dx
   

Γεληθεπκέλα Οινθιεξώκαηα 

(α’ είδνπο)         lim

b

b
a a

f x dx f x dx




   

   ή                  lim

b b

a
a

f x dx f x dx




    

(β’ είδνπο)      lim

b c

c b
a a

f x dx f x dx



 
 

 
( b ηδηόκνξθν ζεκείν) 

   lim

b b

c a
ca

f x dx f x dx


 
 

 

( a  ηδηόκνξθν ζεκείν) 

(γ’ είδνπο) = ζπλδπαζκόο α’, β’ είδνπο 

Δθαξκνγέο Οινθιεξσκάησλ 

  , ( ) 0

b

a

E f x dx f x       

 
2

1

b

a

S f x dx     (κήθνο επίπεδεο θακπύιεο) 

   
2

2 1

b

ox

a

E f x f x dx     
(επηθάλεηα από πεξηζηξνθή)

 

 
2

b

ox

a

V f x dx    (όγθνο από πεξηζηξνθή) 

   2 1

b

a

E f x f x dx     

   2 2

2 1

b

ox

a

V f x f x dx    
 

Γηάλπζκαηα ζέζεο 

x y r i j , 
2 2x y r

 
/r r  θαηεύζπλζε 

   1 1 1 2 2 2 1 2 2 1 2 1( , ), ( , )      P x y P x y PP x x y y   i j  

1 1x y 
1

r i j , 2 2x y 
2

r i j
 

a
 

1 2 1 2( ) ( )x x y y    
1 2

r r i j  1 1( ) ( )a ax ay 
1

r i j  

Δζσηεξηθό γηλόκελν  1 2 1 2 cosx x y y    1 2 1 2r r r r  

,v u  είλαη θάζεηα (νξζνγώληα) 0  v u  

Γηαλπζκαηηθή πξνβνιή  u ζην v proj
  
 
 

v 2

u v
u v

v
 

Αξηζκεηηθή ζπληζηώζα ηνπ u ζηε θαηεύζπλζε ηνπ v  

 cos 


  
u v v

u u
v v

 

Γηαλπζκαηηθέο ζπλαξηήζεηο ( ) ( ) ( )t x t y t r i j  

Κύθιόο ( ) cos( ) sin( ) ,   0 t 2t a t a t    r i j  

Δπζεία ( ) ,   -t t t     
0

r r v , 

 0 1 0 2( ) ,   ( ) ,     -x t x tv y t y tv t         

0

( ) ( ) ( ) ( )
'( ) lim

t

d t t t dx t dy t
t

dt t dt dt 

  
   



r r r
r i j

 
0 0

d

dt
 

r
i j  εθαπηόκελν ηεο θακπύιεο.  

r  ιεία αλ 
d

dt

r
 παληνύ ζπλερήο θαη 0 0 i j  

  
   ( ) ( ) ( )

b b b

a a a
t dt x t dt y t dt   r i j

 

Μήθνο ηόμνπ θακπύιεο 

2 2
b

a

dx dy
L dt

dt dt

   
    

   
  

Σρέζε θαξηεζηαλώλ θαη πνιηθώλ ζπληεηαγκέλσλ:  

cos( )

sin( )

x r

y r





 

 

                   
2 2

arctan

r x y

y

x


 

 
  

   
Δκβαδόλ ρσξίνπ πνπ ζαξώλεη ε αθηίλα  ( )r f  , 

a b  , είλαη 
21

2

b

a
A r d   

Μήθνο ηόμνπ θακπύιεο 

2

2
b

a

dr
L r d

d




 
   

 
  

Γηαθνξηθέο εμηζώζεηο 

Φσξηδνκέλσλ Μεηαβιεηώλ: 

( ) ( ) 0 ( ) ( )
dy

M x N y M x dx N y dy C
dx

     
 

Οκνγελήο πξώηεο ηάμεο 

( ) ... 0
( )

y
u

xdy y du dx du
F x u F u

dx x dx x u F u



 
       

 

Γξακκηθή πξώηεο ηάμεο  ( ) ( ) 
dy

P x y Q x
dx

 

 
1

( ) ( ) ( )
( )

y x p x Q x dx
p x

 
     

( )

( )
P x dx

p x e  

Γξακκηθέο νκνγελείο δ.ε. δεπηέξεο ηάμεο κε 

ζηαζεξνύο ζπληειεζηέο 
2

2
0

d y dy
a by

dx dx
    

ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε 
2 0r ar b    

 

Γύν πξαγκαηηθέο ξίδεο δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο r1,r2. 

γεληθή ιύζε 1 2

1 2( ) r x r xy x C e C e   

Μία δηπιή πξαγκαηηθή ξίδα r1 γεληθή ιύζε 

  1

1 2( ) r xy x C x C e   

έλα δεύγνο κηγαδηθώλ r1=a+bi, r2=a-bi, γεληθή ιύζε 

    1 2( ) cos sinaxy x e C bx C bx 

E

E




